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前言

近年的出题特点：

以常见树形 polylog 复杂度数据结构为主，尤其是线段树。
（但是也会涉及到较为偏门的数据结构，例如 k-d tree）
侧重于维护数据结构之算法，以及配套数据结构进行统计之算法的设计技
巧。
同样强调“从具体情境中抽象出合适的数据及目标”的过程。
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前言

数据结构本质上是要在数据和目标不变的情况下，优化算法复杂度，降低程序
时间开销。

“从计算层面优化算法复杂度”问题的特点：
情境复杂，没有 First Principle。

导致这样的实际情况：
需要细致地分析问题，见招拆招。
“见多识广”、积累技巧可能有用。
既要充分调动经验，又忌轻易套用模型或经验。
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前言

优化程序时间开销的一般思想：

分组处理：几乎一切数据结构（包括分块），二进制分组等。
减小计算量：记忆化，标记，采样；“支配”性质。
调度计算顺序：分治法，调换维度，预处理。
激发硬件性能：并行计算。
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前言

如何优雅地写出 300 行代码？
think twice, code once.
在实现之前推敲各类讨论和关键细节，在实现过程中集中注意力。
在关键的地方留一些注释。
按照一定的顺序编写代码。
我个人习惯的顺序是——先写程序的主要流程，再实现复杂数据结构，最
后填写关键的方法。
每个函数的副作用尽量小，避免出现莫名其妙的相互作用（i.e. 少用全局
变量）；数据结构最好可以做好封装。
用好 namespace。
注意清空！注意清空！注意清空！
可以有意识地积累错误和错因，避免犯第二次错。
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线段树常见技术

线段树见得多，考得也多，所以我们先来单独看看线段树上的操作技巧。
这里主要涉及的有：

zkw
历史信息
线段树二分
势能线段树
可持久化线段树
线段树合并和分裂

（排序和例题顺序无关）
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Warm up!

彩虹蛋糕
你需要维护两个初始为空的多重集 L,C，支持 q 次操作，每次操作为：向 L 或
者 C 中加入或删除恰好一个元素，元素形如 (xc, xy)。
每次操作结束后，你都需要计算以下值：

min
(ac,ay)∈L,(bc,by)∈C

{max{ac + bc, ay + by}}

数据范围：1 ≤ q ≤ 106, 1 ≤ c, y ≤ 109。
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Warm up!

max 究竟该取哪一项可以由 ac − ay 和 by − bc 的偏序来决定。
基于此，我们离线后将所有曾经加入过多重集的二元组都按照 c− y 或 y− c 进
行排序，并构建线段树。
在自底向上合并的过程中，因为左右子树中二元组的 c− y 是严格有序的，所
以我们可以直接统计答案。
这样复杂度就是 O(q log q) 的。
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Warm up!

青蛙题
给定正整数 n 和一个正整数序列 a1, . . . , an，需要解决 q 次询问。
每次询问给出整数 l, r，你需要确定区间 [l, r] 的满足以下条件的子段 [l′, r′] 的
最短长度：

{al′ , al′+1, · · · , ar′} = {al, al+1, · · · , ar}

数据范围：1 ≤ n, q ≤ 106。
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Warm up!

既然问题不要求我们在线，那我们就离线。离线自然可以考虑扫描线解决问题。
自然地，子段可以看作是“后缀的前缀”。这个想法引导我们，计算 [l, r] 每个后
缀的最短前缀，使得这个前缀与后缀自身的元素集合相同；那么询问基本被拆
分成了一个区间 min 的形式。
但需要注意的是，我们需要保证后缀和 [l, r] 的元素集合相同，因而需要先确定
最短的后缀 [l′, r] 使得其元素集合与 [l, r] 相同，再借助这个信息确定区间 min
的查询范围。
拆分成区间 min 的优点是，我们把问题以较小的代价弱化为了“维护多个最短
前缀长度”。在对于右端点 r 扫描线的同时，我们同时维护在每个左端点 l 上维
护 [l, r] 的最短前缀长度。更新过程最终归结为“区间等差数列赋值”——相当
容易使用标记解决问题。
最终复杂度为 O((n + q) log n)。

Question. 扫描线的另一种常见处理方法是，维护单点的历史最值。在这个问
题中该思路可行吗？如果不行劣势在哪里？
Question. 序列问题常见解法还有序列分治和分块，它们在此可行吗？如果不
行劣势在哪里？
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例题一

LG P6773. [NOI2020] 命运
给定一棵树 T = (V,E) 和点对集合 Q ⊂ V× V，满足对于所有 (u, v) ∈ Q，都
有 u 6= v，并且 u 是 v 在树 T 上的祖先。
求有多少个 E 的子集 F，满足对于任何 (u, v) ∈ Q，都存在 u 到 v 路径上的一
条边 e 使得 e ∈ F。输出答案对于 998244353 取模后的结果。
数据范围：1 ≤ |V| ≤ 5× 105, 1 ≤ |Q| ≤ 5× 105。

Hint. 尝试写一个 O(n2) 的 dp，并精准地写下转移。
Hint. 尝试用线段树维护 dp 值。
Hint. 利用线段树合并在递归过程中产生的信息来模仿 dp 值的转移过程。
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例题一（线段树合并）

我们假想将 F 中的边染成黑色，将 E \F 中的边染成白色；将每个 Q 中的二元
组看作是一条返祖边。这样条件等价于，每条返祖边对应的路径上至少要有一
条黑色边。

状态 fu,d 表示，确定 u 的子树内所有边的颜色后，对于那些有一个点在 u 子树
内而另一个在外、并且对应路径上还没有黑色边的返祖边，u 子树外端点最大
深度为 d 时的方案总数。
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例题一（线段树合并）
计算过程描述如下：

状态转移
1. 首先将 fu,i 设为 [i = 0]。
2. 假设我们需要将 u 的一个儿子 v 的信息合并上来，设 u 的深度为 du。

i. 首先，应当将所有 i ≥ du + 1 的 fv,i 置为 0。
ii. 考虑边 (u, v) 的影响。引入辅助状态 gi。
如果将 (u, v) 染成白色，则所有返祖边的状态不变，即 gi

+←− fv,i。
如果将 (u, v) 染成黑色，则“跨过”(u, v) 边的所有返祖边路径上都会有一条
黑边，从而“最大深度”更新为 0，即 g0 +←− fv,i。

iii. 考虑 v 子树信息与 u 原有信息进行合并。设合并后 u 的状态为 f′u。
枚举 u, v 两侧的最大深度 i, j，不难写出 f′u,max{i,j}

+←− fu,i × gj。

3. 最后将较深一端在 u 的返祖边纳入考虑。
逐一枚举这样的返祖边，设当前枚举到的返祖边较浅一端深度为 d′，设考
虑这条边后的 dp 为 f′′；此边转移结束后即 f← f′′。
枚举 u 子树内原先的最大深度 i，加入这条边会导致 f′′u,max{d′,i}

+←− fu,i，
据此转移即可。
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例题一（线段树合并）

如果没有 2.iii 这一步，那么整个运算可以用（动态开点）线段树很容易地解决，
维护单点修改区间求和即可。

将 2.iii 进一步改写为：

f′u,i =
∑
j<i

(fu,j × gi + fu,i × gj) + fu,i × gi

我们只需要计算好某一侧的 fu 或 g 的和即可。注意到线段树合并的时候，外层
有一个分治结构，我们自然可以在向右子树递归的时候，维护好路径上所有左
儿子的加和。这样到递归终点的时候，问题就退化为了“区间乘法”，额外维护
一个标记即可。

Note. 维护两种及以上标记时，需要注意标记下传顺序。
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线段树分裂

既然都说到线段树合并了，不妨也来考虑一下线段树分裂。

线段树分裂的主要目标是：对于一棵值域上的线段树，按照某一个键值 k，将
其分为两棵线段树；其中一棵仅保留键值 ≤ k 的叶子的信息，另一棵仅保留键
值 > k 的叶子的信息。

这类分裂问题和非旋 Treap 的分裂高度相似。我们考虑到键值为 k 的叶子的路
径，路径左子树并路径本身构成了 ≤ k 的信息，路径右子树构成了 > k 的信息，
所以我们实际只需要将到 k 路径（不含叶子）复制一遍，然后将 ≤ k 和 > k 的
信息分别接上去即可。
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例题二

Gym104976K. Card Game
对于一个正整数序列 b1, b2, . . . , bm，我们称对它进行一次“接龙游戏”的结果
为：

1. 初始时，令 c = []。
2. 枚举 i 从 1 到 m：

如果 c 中存在和 bi 相同的元素，则删去 c 中第一个和 bi 相同的元素及该元
素之后的所有元素。
否则，将 bi 添加在 c 的末尾。

3. 最终序列 c 的长度即为游戏结果。
现在，给定一个正整数序列 a1, . . . , an，你需要解决 q 次询问。
每次询问给出整数参数 1 ≤ l ≤ r ≤ n，回答对 al, al+1, . . . , ar 进行一次“接龙
游戏”的结果。
数据范围：1 ≤ n, q ≤ 3× 105, 1 ≤ ai ≤ n，要求强制在线。

Hint. 从进行“接龙游戏”的正整数序列的最左侧元素入手考虑。
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Hint. 从进行“接龙游戏”的正整数序列的最左侧元素入手考虑。
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例题二（可持久化线段树）

我们从最左侧元素入手考虑，则可发现它能否留存下来仅仅取决于之后有没有
元素和它相同。
更进一步地，对于序列 b1, . . . , bm，如果 i > 1 为最小的满足 bi = b1 的下标
（假定存在），则这个序列进行“接龙”的结果和 bi+1, . . . , bm 完全相同；如果这
样的 i 不存在，则结果等于 b2, . . . , bm 进行“接龙”的结果 +1。

由此，我们不难想到：记 fl,r 为 al, . . . , ar 进行“接龙游戏”的结果，记
gi = min({n + 1} ∪ {i < j ≤ n : bj = bi})，那么

fl,r =


0 l > r
fl+1,r + 1 l ≤ r ∧ r < gl

fgl+1,r l ≤ r ∧ r ≥ gl

crashed ds is fun (I) 2077 年 8 月 32 日 18 / 48



例题二（可持久化线段树）

考虑对于 l 从右往左扫描线，并维护出每一个 r ≥ l 的 fl,r。
则我们实际需要执行的操作是：

1. 将 fl+1 的一段区间 +1。
2. 将 fl+1 和 fgl+1 各自的一段区间分离后拼接起来。

看起来需要访问历史信息，是否需要可持久化平衡树？

注意到分离出来的子区间在重新拼接之后，相对顺序并没有发生改变，所以可
持久化线段树（静态结构）即可胜任该任务。
一种有助于理解的设想：在 fl+1 上定位区间 [l + 1, gl − 1]，在 fgl+1 上定位区间
[gl,n]，这样我们得到了 O(log n) 棵子线段树。现在我们在这些结点的基础上重
新构建线段树就得到了拼接结果。
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例题二（可持久化线段树）

回头考虑 1，我们只需要支持可持久化线段树上的标记即可。
一般来说，如果标记可以永久化，则添加标记相对容易；相较于普通线段树，
只需要在复制结点的时候把标记也一块复制上即可。本题就是这种情况。

如果标记不能永久化，则必须要在进行一切操作之前把标记下放；因为自己的
子节点也可能作为其它结点的子节点，所以不能直接修改，只能复制子节点后
修改信息。这种操作并不会导致复杂度被破坏，但是会导致常数显著增大。
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例题三

LG P8868. [NOIP2022] 比赛
给定正整数 n 和两个正整数序列 a1, . . . , an 和 b1, . . . , bn，你需要回答 q 次询
问。每次询问给出参数 1 ≤ p ≤ q ≤ n，你需要回答：

q∑
l=p

q∑
r=l

(
rmax

i=l
ai

)(
rmax

i=l
bi

)
数据范围：1 ≤ n,Q ≤ 2.5× 105，{a}, {b} 分别构成 1 ∼ n 的排列。
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例题三（历史信息）

多个询问之间没有关系，所以我们可考虑将询问离线处理。
假如只需要回答多个区间的 max a，则我们可以扫描 + 单调栈解决问题。

假如我们可以维护好 (max a)(max b) 的区间和，我们就可以通过“历史和”的
技术得到“子区间和”。
注意到，向序列末尾加入一个数，实际上是将后缀最大值的某一段赋值。从而
被完整覆盖的区间上，

∑
(max a)(max b) 的新值可以由

∑
(max a) 或者∑

(max b) 以及所赋的值确定。
所以，只需要维护好区间内的

∑
(max a)(max b),

∑
(max a),

∑
(max b) 和一些

赋值标记。

延拓到“历史和”的尝试中，一个观察是，需要维护的∑∑
(max a)(max b),

∑
(max a)(max b),

∑
(max a),

∑
(max b) 之间的相互运算

总是线性的，从而我们可以维护它们组成的向量，并使用矩阵刻画标记。
为了优化算法常数，一种方法是将矩阵拆开，并只维护可能非零的值。
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例题四

UOJ164. 【清华集训 2015】V
给定正整数 n 和非负整数序列 a1, . . . , an，需要解决 q 次询问/操作：

1. 给定整数 l, r, x，将所有满足 l ≤ i ≤ r 的 ai 加上 x。
2. 给定整数 l, r, x，将所有满足 l ≤ i ≤ r 的 ai 赋为 max{ai − x, 0}。
3. 给定整数 l, r, x，将所有满足 l ≤ i ≤ r 的 ai 赋为 x。
4. 给定整数 y，询问 ay。
5. 给定整数 y，询问从开始操作前到现在 ay 的历史最大值。
数据范围：1 ≤ n,m ≤ 5× 105, 0 ≤ ai, x ≤ 109, 1 ≤ l ≤ r ≤ n, 1 ≤ y ≤ n。

Hint. 尝试用统一的形式来刻画前三种操作对于单个元素的影响，如函数及函
数复合、矩阵及矩阵乘法。
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例题四（历史信息）

Approach 1.
操作 2 的 max 和询问 4、询问 5 的 max 正好是匹配的，所以我们可以用
(N,max,+) 上的矩阵统一地刻画一切操作。
这样本题就自然地转化为了前一道题目。
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例题四（历史信息）

Approach 2.
既然操作 2 需要维护形如 max{0, ai − x} 的变换，我们不妨将这个函数改造一
下以适应所有的操作。
考虑由参数 a, b 确定的变换 σa,b : x 7→ max{x + a, b}，则：
变换的复合形如 σc,d ◦ σa,b = σa+c,max{b+c,d}。
操作一可以用 σx,x 来描述。
操作二可以用 σ−x,0 来描述。
操作三可以用 σ−∞,x 来描述。

这样前四种操作/询问都可以被一网打尽。
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例题四（历史信息）

额外考虑历史最值信息如何维护。

我们先假设，已知上一次释放标记后得到的值 x，plus 中间累计的每一次修改
的具体信息，按时序排列为 σ1, . . . , σt。
那么在这段过程中产生的历史最值就是：

tmax
i=1

((σi ◦ σi−1 ◦ · · · ◦ σ1)(x))

根据 max 的结合律、交换律，这一团东西依然可以被表述为一个 σ！

那么，历史最值信息的标记下传，就是把两队标记拼接在一起（父亲的标记总
是发生在儿子的标记之后）。
手推标记队列合并的算法即可。复杂度仍然是 O(n log n)。
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历史信息：参考练习

CF1290E. Cartesian Tree
LG P6109. [Ynoi2009] rprmq1
LG P9057. [Ynoi2004] rpfrdtzls
LG P9990. [Ynoi Easy Round 2023] TEST90
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例题五

LOJ6029. 「雅礼集训 2017 Day1」市场
给定正整数 n 和一个整数序列 a0,∼, an−1，需要解决 q 次询问/操作：

1. 给定整数 l, r, c，将所有满足 l ≤ i ≤ r 的 ai 加上 c。
2. 给定整数 l, r, d，将所有满足 l ≤ i ≤ r 的 ai 变为

⌊ai
d
⌋
。

3. 给定整数 l, r，求 minl≤i≤r ai。
4. 给定整数 l, r，求

∑r
i=l ai。

数据范围：1 ≤ n, q ≤ 105, 0 ≤ l ≤ r ≤ n− 1,−104 ≤ c ≤ 104, 2 ≤ d ≤ 109。

Hint. 注意验证自己想法的正确性（尤其是时间复杂度的）。
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例题五（势能线段树）

操作二没法直接标记解决，所以我们只能先全部递归下去。
但是“取整除”的特殊性提醒我们，“有效”的取整除操作次数是可以被控制的。
“有效”意味着区间中至少有一个数在取整除过程中发生改变。如果不发生改
变，这样的数只能是 0 或者 −1。
所以我们可以给每个区间，统计出“是否区间中的所有数都是 0 或者 −1”，据
此判断操作二是否需要进一步递归。

然后发现，操作一的存在可以轻而易举地把复杂度弄坏：一个初始为全 0 的序
列，每次全局 +c 后反复全局操作二直到序列重新变为全 0。在这种情况下，单
次操作二会退化到 O(n)。
怎么修锅呢？
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例题五（势能线段树）

自然，我们可以发现，如果一个区间内只有一种数，那么这个区间上的取整除
可以打标记解决。
再拓展一下，如果区间内的数在执行一次取整除之后，得到的结果相同，则可
以直接打一个区间赋值标记。
想要让它跑很慢也很容易，只需要把序列弄成“犬牙交错”的形态即可，比方
说设置为 2k 和 2k − 1 交替出现，然后多次执行 d = 2 的操作二。

不妨先考虑，这种“犬牙交错”的区间怎么快速处理。
其实，可以发现，在上面的反例中，数之间的差没有变，故取整除其实等效于
区间加。

进一步探讨这种情况出现的条件。
我们考虑除数为 d，区间内最大值为 a = pd + r，最小值为 b = qd + s（其中
0 ≤ r, s ≤ d− 1），则等效条件是：

p− q = (pd + r)− (qd + s)⇔ s− r = (d− 1)(p− q)

等号成立当且仅当 p = q ∧ s = r 或者 p = q + 1 ∧ s = d− 1 ∧ r = 0；在这种条
件下可以直接区间加。
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再拓展一下，如果区间内的数在执行一次取整除之后，得到的结果相同，则可
以直接打一个区间赋值标记。
想要让它跑很慢也很容易，只需要把序列弄成“犬牙交错”的形态即可，比方
说设置为 2k 和 2k − 1 交替出现，然后多次执行 d = 2 的操作二。

不妨先考虑，这种“犬牙交错”的区间怎么快速处理。
其实，可以发现，在上面的反例中，数之间的差没有变，故取整除其实等效于
区间加。

进一步探讨这种情况出现的条件。
我们考虑除数为 d，区间内最大值为 a = pd + r，最小值为 b = qd + s（其中
0 ≤ r, s ≤ d− 1），则等效条件是：

p− q = (pd + r)− (qd + s)⇔ s− r = (d− 1)(p− q)

等号成立当且仅当 p = q ∧ s = r 或者 p = q + 1 ∧ s = d− 1 ∧ r = 0；在这种条
件下可以直接区间加。
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例题五（势能线段树）

基于上面的讨论，我们可以得到两种剪枝策略：
1. 如果区间内的数在取整除后的结果相同（通过最大值和最小值去判断），则
可以直接打区间赋值标记。

2. 如果区间内的数在取整除后，结果与原数的差值相同，则可以直接打区间
加法标记。

下面来分析一下复杂度。特别地，我们指的是操作二带来的“额外”递归的复
杂度。

设结点 x 对应区间内的最大值为 ax，最小值为 bx。
一个观察是，在 ax − bx ≤ 1 的时候，我们就可以终止取整除的递归了。
自然，可以将结点势能设置为 ϕ(u) = log2 max{1, ax − bx}，总势能设置为
Φ =

∑
u ϕ(u)。

由上界 ba
dc − b

b
dc ≤ d

a−b
d e，通过分析可以发现，每次额外递归必然导致 ϕ(u)

减少至少 1，所以额外递归次数可以被总势能及其增量之和控制住。
每次操作一带来的势能变化量，发生在那些“和操作区间有交集但没有被完全
覆盖”的结点上。这样的结点数目为 O(log n)，带来的势能变化量可以被
log2 |c| 控制。从而，总势能不超过 O(n log |a|+ q log n log |c|)。

crashed ds is fun (I) 2077 年 8 月 32 日 31 / 48



例题五（势能线段树）

基于上面的讨论，我们可以得到两种剪枝策略：
1. 如果区间内的数在取整除后的结果相同（通过最大值和最小值去判断），则
可以直接打区间赋值标记。

2. 如果区间内的数在取整除后，结果与原数的差值相同，则可以直接打区间
加法标记。

下面来分析一下复杂度。特别地，我们指的是操作二带来的“额外”递归的复
杂度。

设结点 x 对应区间内的最大值为 ax，最小值为 bx。
一个观察是，在 ax − bx ≤ 1 的时候，我们就可以终止取整除的递归了。
自然，可以将结点势能设置为 ϕ(u) = log2 max{1, ax − bx}，总势能设置为
Φ =

∑
u ϕ(u)。

由上界 ba
dc − b

b
dc ≤ d

a−b
d e，通过分析可以发现，每次额外递归必然导致 ϕ(u)

减少至少 1，所以额外递归次数可以被总势能及其增量之和控制住。
每次操作一带来的势能变化量，发生在那些“和操作区间有交集但没有被完全
覆盖”的结点上。这样的结点数目为 O(log n)，带来的势能变化量可以被
log2 |c| 控制。从而，总势能不超过 O(n log |a|+ q log n log |c|)。

crashed ds is fun (I) 2077 年 8 月 32 日 31 / 48



Segment Tree Beats!

初始问题
用线段树维护一个整数序列，需要支持区间取 min 和区间求和。

区间取 min 和区间求和并不能很好地用标记“兼容”。我们又只能一路递归到
叶子修改吗？
但是，一个观察是，如果区间取 min 仅会影响到至多一种值（很显然，只可能
是 max），则可以快速地计算出区间和的变化量；这种情况就无需继续递归了。
为此，我们只需要维护好区间最大值、区间次大值和区间最大值的个数。

下面来分析复杂度，假定要对区间内的数对于 x 取 min。
每次我们需要“额外”递归的时候，就必然有出现了“次大值小于 x”的情况；
操作过后，原先的次大值和最大值会变成同样的值。
所以，我们可以令线段树结点 u 的势能为：对应区间内部的数的种数。每次额
外递归就会导致经过结点的势能减小至少 1。总势能为 O(n log n)，从而复杂度
可以被控制。
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Segment Tree Beats!

略作延伸
用线段树维护一个整数序列，需要支持区间加、区间取 min 和区间求和。

可以发现，区间加标记容易直接融入前一个问题的维护方法中。
实现是容易的，但之前的势能分析会被破坏——区间加会导致线段树结点上数
的种数发生显著变化。
通过均摊分析，可以证明以上算法的的复杂度为 O(n log n + m log2 n)。
c.f. 吉如一，区间最值操作和历史最值问题，2016 年集训队论文集。

Remark. 论文同样指出，同时进行两个方向的区间最值操作时，使用类似的技
术可以得到复杂度为 O(n log2 n)。
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例题六

LOJ6565. 最假女选手
给定 n 和一个整数序列 a1, . . . , an，需要解决 q 次操作/询问：

1. 给定整数 l, r, x，将所有满足 l ≤ i ≤ r 的 ai 加上 x。
2. 给定整数 l, r, x，将所有满足 l ≤ i ≤ r 的 ai 变为 max{ai, x}。
3. 给定整数 l, r, x，将所有满足 l ≤ i ≤ r 的 ai 变为 min{ai, x}。
4. 给定整数 l, r，求

∑r
i=l ai。

5. 给定整数 l, r，求 maxr
i=l ai。

6. 给定整数 l, r，求 minr
i=l ai。

数据范围：1 ≤ n, q ≤ 5× 105, |ai| ≤ 108，操作一的 |x| ≤ 1000，操作二、三的
|x| ≤ 108。

Hint. 没有 hint。
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例题六（势能线段树，Segment Tree Beats!）

我们可以使用相似的方法解决问题。
为了支持区间取 min 和 max，我们同时维护区间内的：最大值、最大值个数、
严格次大值；最小值、最小值个数、严格次小值。更新操作和原始的 Segment
Tree Beats 如出一辙，然而需要注意的是，如果区间内只有两种数，则更新最
大值时需要改变次小值，vice versa。
从而我们得到了一个复杂度为 O(n log2 n) 的算法。
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Segment Tree Beats!

上述问题中，我们发现，Segment Tree Beats 的实质就是把区间最值操作用
log n 的代价转化为了针对区间最值的加减操作。

这个想法可以帮助我们解决更多问题：

Mzl loves segment tree
给定正整数 n 和整数序列 a1, . . . , an，同时还有一个初始全为 0 的整数序列 b，
需要解决 q 次操作：

1. 给定整数 l, r, x，将所有满足 l ≤ i ≤ r 的 ai 变为 min{ai, x}。
2. 给定整数 l, r, x，将所有满足 l ≤ i ≤ r 的 ai 变为 max{ai, x}。
3. 给定整数 l, r, x，将所有满足 l ≤ i ≤ r 的 ai 加上 x。
4. 给定整数 l, r，求

∑r
i=l bi。

每次操作后，对所有 1 ≤ i ≤ n，如果 ai 的值因为本次操作发生了变化，则将
bi 加上一，否则不变。
数据范围：1 ≤ n, q ≤ 3× 105。
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Segment Tree Beats!

LG U180387. CTSN loves segment tree
给定正整数 n 和两个整数序列 {ai}n

i=1, {bi}n
i=1，需要解决 q 次操作：

1. 给定整数 l, r, x，将所有满足 l ≤ i ≤ r 的 ai 变为 min{ai, x}。
2. 给定整数 l, r, x，将所有满足 l ≤ i ≤ r 的 bi 变为 min{bi, x}。
3. 给定整数 l, r, x，将所有满足 l ≤ i ≤ r 的 ai 加上 x。
4. 给定整数 l, r, x，将所有满足 l ≤ i ≤ r 的 bi 加上 x。
5. 给定整数 l, r，求 maxr

i=l ai + bi。
数据范围：1 ≤ n, q ≤ 3× 105。
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Segment Tree Beats! 参考练习

UOJ515. 【UR 19】前进四
UOJ288. 基础数据结构练习题
LG P6242. 【模板】线段树 3（区间最值操作、区间历史最值）
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例题七

赛格蒙特彼茨
给定正整数 n 和整数序列 a1, . . . , an，同时还有一个初始和 a 相同的序列 b，
需要解决 q 次操作：

1. 给定整数 l, r, x，将所有满足 l ≤ i ≤ r 的 ai 变为 max{ai, x}。
2. 给定整数 l, r, x，将所有满足 l ≤ i ≤ r 的 ai 加上 x。
3. 给定整数 l, r，求

∑r
i=l bi。

每次操作后，对所有 1 ≤ i ≤ n，令 bi ← min{bi, ai}。
数据范围：1 ≤ n,m ≤ 105。

Hint. 考察序列 a− b。
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例题七（历史信息 revisit）

前面介绍的线性变换观点就不起作用了——没有办法计算历史最值的区间和。

在求和背景下，我们可以对于 b 作适当拆分——即转而维护 c = a− b。这样操
作二就变成了对于区间内的 c 执行 c← max{c + x, 0}，可以使用 c 上的
Segment Tree Beats 技术维护。

接下来，操作一虽然涉及 max，但是我们可以用 a 上的 Segment Tree Beats 技
术，将问题转化为针对区间最值的加减操作；这样变化就可以很容易地投射到
c 上去维护了。

Remark. 这样的观点也可以延伸到历史和上。
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例题八

Nowcoder. 牛半仙的妹子序列
给定一个 1 ∼ n 的排列 p。
我们称 p 的一个非空子序列 ∅ 6= {i1, i2, . . . , im} ⊂ {1, 2, . . . , n}（其中
i1 < i2 < · · · < im）是“好”的，当且仅当以下条件均满足：

1. 对所有 1 ≤ k ≤ m− 1 有 pik < pik+1
。

2. 不存在 1 ≤ j ≤ i1 − 1 使得 pj < pi1。
3. 不存在 im + 1 ≤ j ≤ n 使得 pim < pj。
4. 对所有 1 ≤ k ≤ m− 1，不存在 ik + 1 ≤ j ≤ ik+1 − 1 使得 pik < pj < pik+1

。
统计 p 的“好”的非空子序列数目，答案对于 998244353 取模。
数据范围：1 ≤ n ≤ 2× 105。
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例题八（线段树二分）

容易想到写出一个计数 dp（状态记为 fi），具体转移其实就是照着四个条件来
搞。我们需要加速转移过程。

发现和转移有关的限制其实只有条件一和条件四。假设当前正在计算 fi，正在
考虑 fj 向 fi 的贡献（1 ≤ j < i ≤ n），则条件为：

1. pj < pi。
2. 不存在 j < k < i 使得 pj < pk < pi。

条件引导我们使用值域上的数据结构来解决问题。
自然地，我们引入 p 作为置换的逆 q，并转而考虑 fqt 向 fi 的贡献
（1 ≤ t < pi），条件为：

1. qt < i。
2. 不存在 t < s < pi 使得 qt < qs < i。
倘若我们将 q 预先设置为极小值，并在扫描过程中动态更新 q，则 qt < i 自动
成立了。于是，第二个条件弱化为了“qt 是前缀 [1, i] 上的后缀极大值”。
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例题八（线段树二分）

容易想到写出一个计数 dp（状态记为 fi），具体转移其实就是照着四个条件来
搞。我们需要加速转移过程。

发现和转移有关的限制其实只有条件一和条件四。假设当前正在计算 fi，正在
考虑 fj 向 fi 的贡献（1 ≤ j < i ≤ n），则条件为：

1. pj < pi。
2. 不存在 j < k < i 使得 pj < pk < pi。

条件引导我们使用值域上的数据结构来解决问题。
自然地，我们引入 p 作为置换的逆 q，并转而考虑 fqt 向 fi 的贡献
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例题八（线段树二分）

考虑可否在线段树区间上，维护出区间内的后缀最值位置上的 fqi 之和。

假想我们已经拿到了两个子区间各自的后缀最大值（下标）的序列——左区间
为 r1, . . . , rp，右区间为 s1, . . . , sq——我们考虑这个合并的过程是怎么进行的。

实际上，无非是将 r 的一段后缀弹出，直到尾巴上的最后一个下标满足 q 值
> qs1，然后将两个序列拼在一起。根据单调性，弹出的一段可以通过线段树二
分确定。

具体实现时，我们需要在每个结点上维护好区间最大值、后缀最大值对应的 dp
值之和以及左子树为了合并弹掉一个尾巴后，其后缀最大值对应的 dp 值之和
（这个值记为 s）。
合并时，我们实际上就是要确定 s；为此我们拿着右子树的最大值进入左子树二
分，寻找最靠右的大于此值的值。与此同时，如果我们在二分过程中递归入结
点 x 的右子树 z，就说明 z 的最大值可以留存下来，从而 z 的兄弟左子树的贡
献即为 x 储存的 s。将这些贡献求和即可得到所需贡献。复杂度为 O(n log2 n)。

Remark. 本题可能也存在分治、分块等其它更易构建或更快的做法，不过和主
题无关。
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例题九

黑白树
给定一棵大小为 n 且以 1 为根的有根树，树上有黑白两种颜色的结点。
维护以下五种操作：

1. 改变一个点的颜色，即黑变白、白变黑。
2. 使结点 x 所在的同色点连通块上的每个结点加上 δ。
3. 查询 x 的同色连通块内的点权最大值。
4. 使 x 到 y 的简单路径上的所有结点权值加上 δ。
5. 使 x 子树内所有结点权值加上 δ。
数据范围：1 ≤ n,m ≤ 2× 105, 0 ≤ δ ≤ 105，且保证答案总 < 231。

Hint. 从 DFS 序 + 线段树的角度出发。
Hint. 将树上连通块想象成：从连通块的最高点挖去不属于连通块的子树。
Hint. 考虑为线段树结点打上特殊标记，这种标记可以影响其它标记下传和信
息更新。
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例题九（无平凡交区间的维护）

操作四、五的存在使得我们不得不引入重链剖分 + 线段树的结构。所需维护的
“最大值”使得我们不能考虑差分之类的技术，只能 bottom-up 合并结果。

首先将黑白连通块分开考虑。以黑色连通块为例，我们发现黑色连通块的形状
其实是由连通块内最高的结点 + 该结点子树内的白点所确定的。
把这种形状拍到 DFS 序上，我们得到的是“一个大区间挖去其中的若干个互不
相交的小区间”。
虽然区间加的标记很容易消除，但是我们不可能一板一眼地每次更新都去修正
一遍小区间——太慢。

尝试在线段树结点上直接打永久化标记，来维护“有多少个白点的子树对应的
区间恰好完全包含了它”。
（恰好完全包含：自己被包含并且父亲没有被包含）
因为区间加的标记都是从上往下释放的，所以我们可以额外维护一个表示“连
通块加”的标记，该标记只下传给“不被某个白点子树区间恰好包含”的儿子。
类似地，区间 max 的信息同样也只考虑“没有被某白点子树对应的区间恰好完
全包含”的儿子。

crashed ds is fun (I) 2077 年 8 月 32 日 45 / 48



例题九（无平凡交区间的维护）

操作四、五的存在使得我们不得不引入重链剖分 + 线段树的结构。所需维护的
“最大值”使得我们不能考虑差分之类的技术，只能 bottom-up 合并结果。

首先将黑白连通块分开考虑。以黑色连通块为例，我们发现黑色连通块的形状
其实是由连通块内最高的结点 + 该结点子树内的白点所确定的。
把这种形状拍到 DFS 序上，我们得到的是“一个大区间挖去其中的若干个互不
相交的小区间”。
虽然区间加的标记很容易消除，但是我们不可能一板一眼地每次更新都去修正
一遍小区间——太慢。

尝试在线段树结点上直接打永久化标记，来维护“有多少个白点的子树对应的
区间恰好完全包含了它”。
（恰好完全包含：自己被包含并且父亲没有被包含）
因为区间加的标记都是从上往下释放的，所以我们可以额外维护一个表示“连
通块加”的标记，该标记只下传给“不被某个白点子树区间恰好包含”的儿子。
类似地，区间 max 的信息同样也只考虑“没有被某白点子树对应的区间恰好完
全包含”的儿子。

crashed ds is fun (I) 2077 年 8 月 32 日 45 / 48



例题九（无平凡交区间的维护）

操作四、五的存在使得我们不得不引入重链剖分 + 线段树的结构。所需维护的
“最大值”使得我们不能考虑差分之类的技术，只能 bottom-up 合并结果。

首先将黑白连通块分开考虑。以黑色连通块为例，我们发现黑色连通块的形状
其实是由连通块内最高的结点 + 该结点子树内的白点所确定的。
把这种形状拍到 DFS 序上，我们得到的是“一个大区间挖去其中的若干个互不
相交的小区间”。
虽然区间加的标记很容易消除，但是我们不可能一板一眼地每次更新都去修正
一遍小区间——太慢。

尝试在线段树结点上直接打永久化标记，来维护“有多少个白点的子树对应的
区间恰好完全包含了它”。
（恰好完全包含：自己被包含并且父亲没有被包含）
因为区间加的标记都是从上往下释放的，所以我们可以额外维护一个表示“连
通块加”的标记，该标记只下传给“不被某个白点子树区间恰好包含”的儿子。
类似地，区间 max 的信息同样也只考虑“没有被某白点子树对应的区间恰好完
全包含”的儿子。

crashed ds is fun (I) 2077 年 8 月 32 日 45 / 48



例题九（无平凡交区间的维护）
一个具体案例的说明：

图: 一棵黑白树
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例题九（无平凡交区间的维护）

思考：
如何说明，这种标记方法的正确性，即某个叶子结点会被标记修改到当且
仅当它在这个连通块内？
（还有信息合并，不过是类似的）
白色覆盖标记的修改会和“连通块加”标记的下放冲突吗？这一部分标记
的维护会和平凡区间加标记的维护冲突吗？

理论上来说，这个技术的威力比较大，但是目前只有这一道例题。有兴趣的话
可以用这个 idea 继续编题。
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zkw 线段树

zkw 线段树的优点是：容易编写；无递归，常数小。
但是在 zkw 线段树上维护标记有一定难度。如果标记可持久化则较为容易；如
果不可，例如标记之间存在严格时序或者需要维护多种标记时，则可以采用类
似于某些平衡树的标记下放方式：先将到根的路径上的所有标记全部下放，然
后执行操作。

Remark. 理论上，所有自底向上的数据结构都可以这样来释放标记，其复杂度
由树高控制。另一个典型例子是 Splay。

zkw 线段树上进行线段树二分类似操作也是可行的，具体实现非常类似于
finger search。

然而如果还要将 zkw 线段树进行可持久化、势能均摊等更复杂的操作，那属实
有点为难人家了。理论上来说，这些操作都可以通过模仿递归线段树来实现，
但是这样一来它的优势就基本丧失了。

crashed ds is fun (I) 2077 年 8 月 32 日 48 / 48



zkw 线段树

zkw 线段树的优点是：容易编写；无递归，常数小。
但是在 zkw 线段树上维护标记有一定难度。如果标记可持久化则较为容易；如
果不可，例如标记之间存在严格时序或者需要维护多种标记时，则可以采用类
似于某些平衡树的标记下放方式：先将到根的路径上的所有标记全部下放，然
后执行操作。

Remark. 理论上，所有自底向上的数据结构都可以这样来释放标记，其复杂度
由树高控制。另一个典型例子是 Splay。

zkw 线段树上进行线段树二分类似操作也是可行的，具体实现非常类似于
finger search。

然而如果还要将 zkw 线段树进行可持久化、势能均摊等更复杂的操作，那属实
有点为难人家了。理论上来说，这些操作都可以通过模仿递归线段树来实现，
但是这样一来它的优势就基本丧失了。

crashed ds is fun (I) 2077 年 8 月 32 日 48 / 48



zkw 线段树

zkw 线段树的优点是：容易编写；无递归，常数小。
但是在 zkw 线段树上维护标记有一定难度。如果标记可持久化则较为容易；如
果不可，例如标记之间存在严格时序或者需要维护多种标记时，则可以采用类
似于某些平衡树的标记下放方式：先将到根的路径上的所有标记全部下放，然
后执行操作。

Remark. 理论上，所有自底向上的数据结构都可以这样来释放标记，其复杂度
由树高控制。另一个典型例子是 Splay。

zkw 线段树上进行线段树二分类似操作也是可行的，具体实现非常类似于
finger search。

然而如果还要将 zkw 线段树进行可持久化、势能均摊等更复杂的操作，那属实
有点为难人家了。理论上来说，这些操作都可以通过模仿递归线段树来实现，
但是这样一来它的优势就基本丧失了。
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